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NOTE SUR L'EVALUATION D'UNE INTEGRALE DEFINIE. 

(A propos de la Note de M. Pell, Annals of Mathematics (2), t. 1, no. 3.) 

Pab M. D. Sintsof. 

M. Pell dans sa note : " Evaluation of a definite intégral " — Annals (2) 
t. 1, no. 3 — s'occupe de l'intégrale 

Jo cos v 

qui selon Bierens de Haan a été évaluée par M. P. Helmling. L'ouvrage de 
P. Helmling "Transformation und Ausmittelung bestimmter Intégrale mit 
besonderer Riicksicht auf grôssere Werthe der Granzen und implicirten Con- 
stanten " parut à Milan en 1854 et parait être assez rare à présent. Il ne sera 
donc pas inutile d'indiquer ici brièvement le procédé de P. Helmling (l. c, 
P- 87). 

Soit y = f e— î""*—'***^ (1) 

l'intégrale à évaluer. Différentions-la par rapport à r sous le signe de l'inté- 
grale: 

^=-2re 2 " i f e- r ï x *" li - r '*-*""'x- i dx. (a) 

ar J 

Introduisant ici au lieu de x la variable nouvelle x' : 

r 1 

x = - e<"- *>' •— , (b) 

>•, x v ' 

P. Helmling conclut : 

% = - 2r i «<* + ' ) 'y. (2) 

L'intégration de cette équation différentielle entre y et r donne 

y = c ■ e- irr ^ +v)i . 

(189) 
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La constante c peut être déterminée si l'on pose r = 0. Dans ce cas 



(y) r = = c = / e- ra ** «""*<&; = -V— e - "* 



2r, 
de sorte qu'enfin 

y _ S^[ a -(»rr 1 a0' + »)* + rt. (3) 

2»*i 
Posons ici 

r*e 2 "' = a + 0i, r 2 e M = 7 -f Si 

et séparons la partie réelle et la partie imaginaire des deux expressions (1) et 
(3) de y. Nous aurons les formules finales de P. Helmling. 

Tel est son procédé. Tout simple qu'il est, il donne toutefois lieu à deux 
remarques. Il repose sur les opérations (a) et (ô), qu'il faut prouver. 

(a) En premier lieu, la différentiation sous le signe de l'intégrale définie 
est une opération assez délicate et peut mener à des résultats illusoires si la 
fonction sous le signe d'intégrale devient infinie entro les limites d'intégration, 
ou si les limites mêmes sont infinies. Nous sommes dans le second cas, la 
fonction à intégrer 

f(x,r) = e - rf *»«■»/ -r» *-»«••" 

reste finie entre les limites (0,oo ) ; elle devient nulle aux limites, si l'on a 

cos 2/i > 0, cos 2v > 0. (4) 

Ce sont bien les conditions indiquées par M. Poil, l. c. 

On peut s'assurer aisément que dans ces conditions la différentiation est 
légitime. Posons en effet 

f(x,r) = U-iV, 

U et V étant deux fonctions réelles des variables réelles a; et r remplissent les 
conditions jle M. Picard (Traité d'analyse, t. 1, p. 33) : 1° pour x positif et 
suffisamment grand If et F ainsi que les dérivées 

U' r = - — [ £7 cos 2v + Fsin 2k], V' r = + -. \_Usm 2v - Fcos 2vl 

x ce 

deviennent et restent plus petites en valeur absolue que Mx~ n , quelque grand 
que soit le nombre positif n ; 2° les expressions Ul(x, r + hi) — Ul(x, r) et 
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Vl(x, r + h t ) — V T (x, r) sont nulles pour x s± 0, et pour toute autre valeur 
positive de x on peut trouver h x tel que les dites différences soient aussi 
petites que l'on veut. Donc, comme le démontre M. Picard, nous pouvons 
écrire : 

d'où r 

!L (U- iV) dx = (U' r - iVÏ) dx , q. e. d* 

(6) L'introduction de la nouvelle variable x' par (6) en (a) donne, 
à proprement parler, non pas l'équation (2), mais l'égalité : 



j: =~ 2r, «<* + »)« f°f(x',r) dx', 



*On pent démontrer (o) directement. Divisons le champ d'intégration en deux: (0, 1), 

f{x, r)dx donne : 

F(r + Ar) - F(r) = Çl .fjx, r + Ar) - f(x, r) ^ p /Çs, r + Ar) -f(x, r) 
Ar Ji Ar Ji Ar 

Quand Ar tend vers zéro, la première tend vers j f' r {x, r) dx, l'intervalle d'intégration étant 

/'""/(x r + Ar) f(x r) 

finie, et la fonction f(x, r) sans discontinuités. La seconde I iL - ! ■ — — - — /s ' ' dx sera 

égale à ! \ f' r (x, r + 0Ar) dx, où X reste fini, d'après la formule connue de M. Darboux 

(Journal de mathématiques 3 e sêr. t. 2, 1876) et pour l = » l'intégrale tend donc vers zéro, comme 
l'on conclut avec M. Picard (l. c.),f(x, r) étant en valeur absolue moindre que itfar-"; donc 
vraiment 

F'(r) = Ç / r '(x, r) dx. 

En introduisant x = l/x', nous aurons 

J'1 /*" i <fo' 

. /( *' r) * - J. /( * 4 r) 5» 

et nous démontrerons de la même manière que 

p,(r) = £ M * • r) ? "JT^* r)âx; 

donc enfin ^ I /(k, r)dx = I /^(as, r) dx, ?• «• <i. 

Cette démonstration est due à M. Ogood. 
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où Pintégrale à droite est. prise suivant la droite qui fait Pangle v—/i (comprise 
entre — 5- et + -x) avec l'axe des abscisses. Or cette intégrale est bien égale 

à y, ce que l'on voit par exemple en prenant Pintégrale suivant le contour 
fertné formé par la partie positive de l'axe des abscisses, le quart de cercle du 
rayon infiniment grand et la droite mentionnée plus haut — l'intégrale suivant 
Parc du cercle étant nulle, les deux intégrales sont bien égales. 

EKATKRIN08LAV, RUSSIB. 



